Analisis Funcional — Evaluacién 2. Soluciones

Ejercicio 1. a) Prueba que el conjunt® = {z€¢, : |z(n)| < 1 ¥neN} es abierto eny.
b) ¢ Es abierto ef el conjuntoP = {z €l : |z(n)| < 1VneN}?

Sugerencia. Para el punto a) puede ser Util probar quexsic ¢, entonces se verifica que
|z|loo = méx {|z(n)| : n€N}.

Solucidn.a) Sear € ¢p, x # 0. Puesto quém {x(n)} = 0, existeny €N tal que para tode > ng se
verifica quejz(n)| < 1| z|l«. Sealz(q)| = max {|z(k)| : 1 < k < no}. Por definicién de supremo,
existern € N tal quel|z||« < |z(m)|, y debe sem < ng. Por tanto, para tode > n, se verifica
quelz(n)| < 3zl < |z(m)| < |z(q)], lo que prueba quer(g)| = méx {|z(n)| : n€N}. Por tanto
|z]| o = méx {|z(n)| : n€N}.

Deducimos que sk € ¢y entonces
|z]|oo < 1 <= max{|z(n)| : neN} <1< |z(n)] <1V¥neN

y por tanto
P={xccy:|z(n)| <1VneN} ={zcc: |z]e <1} = B(0,1)

es la bola abierta unidad epy, en consecuencia, es un conjunto abierto.

b) Seap : N — K la sucesion dada para tod@&N pory(n) =1 — % Puesto que para todo= N,
0 < ¢(n) < 1, tenemos que € P. Dado un nimere > 0 consideremos un ndmero natural > %
y definamos: = ¢ + - e, dondee,, es el vector unidad,,(k) = 0 sik # ng Y en,(n0) = 1.

no

Tenemos quéy — z[| = - < £ porlo quez € B(p, ), peroz(ng) = ¢(no) + ;- = 1, luegoz ¢ P.
Por tantog no es un punto interior dB y P no es abierto. ©

Una variante para el punto a) puede ser la siguientex8eg, = # 0, y seap € N tal que|x(p)| > 0.

Puesto quéim {x(n)} = 0, existeny €N tal que para toda > n, se verifica quex(n)| < |z(p)|. Es
claro que debe sery > p. Sedxz(q)| = max {|z(k)| : 1 < k < ng}. Como|z(q)| > |=(p)| deducimos
que|z(q)| = méx {|z(n)| : neN}.

Comentarios. Sorprende que muchos dan como evidente|gtle, = méx {|z(n)| : n€N} a pesar

de que en la sugerencia se ind@abar dicha igualdad. Tengo la impresion de que para algunos un
supremo es lo mismo que un maximo. Sin embargo, esos mismasez visto que (algo para ellos
evidente)P = B(0, 1), se dedican a probar que(0, 1) es abierto. Hay cosas que son bien sabidas,
y una de ellas es que las bolas abiertas son conjuntos abieg@lgo que no precisa ser probado.
Peor todavia, incluso eso muchos lo hacen mal porque esauifiee desigualdad no estricta donde
deben escribir una desigualdad estricta, parece que evasidue da igual, o sea, que no conceden
importancia a esas minucias. Pues tales detalles son iampest hay que distinguir perfectamente
cuéndo se puede usar una desigualdad no estricta y cuaneasi@ise una desigualdad estricta, eso
deberia ser bien sabido por todos.

Un error frecuente es razonar por contradiccién como si§uponen que € ¢y Yy que ho existe el
maximo; entonces, dicen, no existe e N tal que|z(n)| < |z(ng)| para todon > ng, y por tanto
la sucesione ¢ ¢y jcontradiccion! Me pregunto ¢ddnde esté la contradiccip@é tiene que ver no
tener maximo el conjuntd|z(n)| : n€N} con la no existencia de um, € N tal que|z(n)| < |z(no)|
para todon > no? Que el conjuntd|z(n)| : n €N} no tenga maximo significa que para cada N
hay unm eN tal que|z(n)| < |z(m)|. Eso debe llevar a contradiccién con la suposicion dexguie,
pero no es facil ese camino. Si te empenfas en seguirlo, leepries justificar que debe haber algin
m > n tal que|z(n)| < |z(m)]|, pues en caso contrario deberia ocurrir qu&)| < |z(n)| para todo
k > n, y entonces el maximo del conjunfdr(j)| : 1 < j < n} seria el maximo d¢|z(n)| : neN},
pero como estamos suponiendo que ese conjunto no tiene masm no puede ocurrir. Luego para
todon €N, existem > n tal quejz(n)| < |z(m)|. A partir de aqui, puede probarse la existencia de una
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sucesion parcial estrictamente crecienté|d¢n)|} y eso contradice queec cy. Quienes han tratado de
razonar por contradiccion la existencia del maximo ni gicaisospechan las dificultades que conlleva
esa forma de razonar.

Otro error consiste en decir: Cortimm {z(n)} = 0, dados > 0, existen, tal que|z(n)| < ¢ para
todon > ng. Y de aqui deducen que el maximo del conjufita(n)| : 1 < n < no} es el maximo de
{]z(n)| : n€eN}. Pues eso depende del valor-d®ara razonar asi tenemos que asegurarnos de que hay
algunz(k) tal quee < |z(k)|.

En el punto b) casi todos considerais la sucesiontratais de probar que no hay ninguna bola
B(p,e) que esté contenida &n. El problema es que muchos no explicais absolutamente reatta d

que hacéis, simplemente lo dais por evidente. Pues no, leagxqplicar lo que se hace, maxime cuando
se trata de algo tan sencillo.

Errores que considero importantes: confundir nUmeroswoessones, eso hace quien escribe cosas
comoz(n) € {; 0 quien considera efy, la bolaB(1 — 1 ¢).

Ejercicio 2. Representaremos p@¥![a, b] el espacio de las funciones reales con primera derivada
continua era, b].

a) Prueba quéC*[a, b], || ||~ ) NO €s completo.
b) Paraf € C'|a, b] definimos
1At = 11 flloo + 1 lloc
Prueba que con dicha normi4 [a, b] es un espacio de Banach separable.

SugerenciasDeberas usar el teorema de conservacion de la derivabpmlacbnvergencia uniforme,
pero para funciones con primera derivada continua dicheetea tiene una demostracion inmediata.
También necesitaras usar un resultado debido a Weiersfnasgrueba que toda funcién continua en
un intervalo cerrado y acotado es limite uniforme en dicheriralo de una sucesién de funciones
polinémicas.

Solucién.a) Consideraremo& ' (a, b], || ||~) como subespacio d&|a, b], || || ). SeaP|a,b] el es-
pacio de las funciones polindmicas en el interald]. El teorema de Weierstrass puede expresarse en

la formaP|a, b]H I C|a, b]. Puesto qué®([a, b]) C C'[a, b], tenemos que

Cla,b] = P[a,b]” o C Cl[a,b]“ I C Cla,b]

LuegoClia, b]“ o _ Cla, b]. Por tantoC[a, b] no es cerrado efC|a, b], || |) ¥, €n consecuencia, el
espacio(C'{a, b], || ||) N0 es completo.

b) Sea{f,} una sucesion de Cauchy é6*[a,b], | ||!). Como| fn — fullee < Ifn — ful*y
Il for = finlloo < |Ifn— fmll*, deducimos quéf,.} y {f.} son sucesiones de Cauchy(@Hfa, b], || [|)

Yy, puesto que dicho espacio es completo, existen funcifnes Cla, ] tales que{f,} I&? Iy

{fn} L g. En estas condiciones, el teorema de conservacion de lzabiéidad por convergencia
uniforme nos dice qu¢ es derivable yf' = g, luegof € C'[a, b]. Puesto que

an - f”l = an - fHOO + ”fri - fIHOO

Deducimos qud f,, — f||* — 0, es decif{ f,,} 1y f,lo que prueba queCt[a, b], || ||*) es completo.

Para probar que el espadio[a, b], || ||!) es separable probaremos d®f, b] es denso en dicho
espacio. Sealic C'[a,b] y ¢ > 0. Por el teorema de aproximacion de Weierstrass, dadd), existe
w€Pla,b] tal que||f' — |l < 6. Definamosg) : [a,b] — R por

x

o) = [e)dt +f(a) (v € la,b])

a
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Tenemos que € Pla, b]. Para toda: € [a, b] se verifica que:

x

ff’(ﬁ)dﬁ - fzw(t) dt‘ < flf’(t) —o(t)|dt <

a

|f(z) — ()| = ‘f(x) — fla) - fgo(t) dt ‘ =

a

b b

< [1Fr®) —e®ldt < [1f' = pldt = B—a)f - ¢l

a

Deducimos qud f — ¢|lcc < (b—a)||f" — ¢lleoc < (b —a)d. Comoy’(x) = ¢(x), tenemos que:

1f =2l = 1If =¥l + If = ¢lloc <8(1+ (b—a))
Tomandod = —<— tenemos qud f — ||! < e. LuegoB(f,e) N Pla,b] # @. Hemos probado que

1+b—a
Pla, b] es denso efC[a, b], || ||!), y comoP[a, b] es un espacio de dimension numerable, concluimos
que(Ctla,b], | ||*) es separable. ©

Una variante para el punto a) puede ser la siguiente. Caas@eos C'[a, b], || || ) cOMo subespacio
de (Cla,b], || |loo)- Para cada € N seaf, : [a,b] — R la funcién dada pof,,(z) = y/(z —c)2 + *

n

dondec = 2£2,y seaf : [a,b] — R la funcion dada pof (z) = |z — c|. Tenemos que

1 1 1
[fnlx) — f(z)| =/(x — )2+ = —/(x—¢)? = o <
! (z—c)2+1+/(z—c)? vn

Deducimos qud{ f,, — fllcc < \/Lﬁ y por tanto{ f,, } g f. Puesto qug,, € Cta,b]y f ¢ C'[a,b],
deducimos qué’! [a, b] no es un subespacio cerrado@, b] y por tanto no es completo.

Una variante para el punto b) es usar sucesiones. De amimaasf@s correcto. A mi me gusta mas
como lo he hecho arriba.

Comentarios. En el punto a) casi todos hacéis la variante anterior cormide el intervaldo, 1] y

las funcionesf,,(z) = y/z + L, f(z) = /2. Llama la atencién el trabajo que os cuesta probar la
convergencia uniforme de la sucesifify,} jhasta uséis derivadas!. Muchos afirmais que la derivada
f(x) = ﬁ (0 < z < 1) no es continua en 0. Deberia estar claro que para que unaifusea
continua o discontinua en un punto tiene que estar definidhobio punto, porque si no lo esta ¢ co-
mo comprobar que es continua o que no lo es? Por eso no tietigosdecir quef’(x) =

discontinua en 0 jno est4 definida en 0!. Lo que hay que deques$ no es derivable en 0.

1
55 €s

Por cierto, es facil comprobar que los espaci©$, b], || o) Y (C[0,1],] |loc) SON isométrica-
mente isomorfos. Pruébalo.

También me ha llamado la atencidn la afirmacion de @Ua, b], || |) no es cerradsin decir
seguidamente donde no es cerrado. Los conceptosrdgdoy abierto aplicados a un conjunto son
relativos al espacio topolégico donde dicho conjunto se considellao $pie se haya indicado con
claridad el espacio topolégico ambiente en el que se trathajaos conceptos tiene que ser precisados.

Un razonamiento que se repite es el siguieft{a, t], || || ) no es cerradg; como(Cla, b], || ||o0)
es completpse sigue quéC[a, b], || || ) NO es completo. Quien razona asf puede que necesite repasar
las relaciones entreerradoy completo Si M es un subespacio no cerrado de un espacio norfvado
(completo o0 no) entonce® no es completo.

Por cierto los espacid€’[a, b], || [|1) y (C[0, 1], ||*) son topolégicamente isomorfos. Pruébalo.

Hay errores en la notacién jno seré porque yo no lo advertib¢por ejempld| f,. () — f(2)]|co-
La norma uniforme o del supremo (no la llaméis con el feo nentdemorma infinitg trabaja sobre
funciones no sobre nimerosfy(z) y f(x) son numeros no funciones. Es importante distinguir entre
una funciénf y uno de sus valore(x) porque no son lo mismo. Concedo mucha importancia a estas
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cosas porque creo que quien no hace estas distinciones letpdcece lo mismo demuestra una gran
confusion.

En el punto b) hay muchos que han copiado de algun texto. Coyulda de Google puedes encon-
trar casi cualquier cosa en Internet; por ejemplo, la s6lude algun ejercicio que tienes que entregar.
No me parece mal ni bien que se use Internet para esos finedopgre no entiendo es que si se copia
se copie mal y sin entender lo que se copia. En este apartattmsiconsideran el subconjunto (que no
es un subespacio) de las funciones polindmicas con codésiescionales, algunos incluso solamente
consideran funciones polinémicas jde grado uno!, y prugias mal que bien, que este conjunto es
denso en(C'[a,b], || ||*). ¢Para qué se necesita que los coeficientes sean racioRatesfada. En
los apuntes hay un resultado que dice que un espacio norreaparable si, y sélo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable. El esfieid] es de dimensién numerable ¢ para qué
complicarse considerando funciones polinémicas con desf&s racionales? Respuesta: porque asi
estaba hecho en el texto del que se ha copiado. En dicho &stty, seguro, también se consideraba
el espacio de las funciones con derivada continua de drgealaro esta, quienes copian sin pensar lo
gue copian, no se toman el trabajo de traducir lo que alliemhra el caso de funciones con derivada
primera continua, que es de lo que trata este ejercicio,irayeneralizan sin necesidad y de forma
muy confusa. En fin, se puede aprender mucho copiando siguerge haga un esfuerzo por entender
lo que se copiay situarlo en el contexto de esta asignatura.

Para acabar, algunos llaman al teorema de conservacidodédavabilidad por convergencia unifor-
meteorema de derivacion bajo el limite de convergencia unifegde donde habra salido ese nombre
tan horrible? Salud.
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